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9.1 Opérateur hermitien et fonction poids

e Equation différentielle ordinaire homogene 2€ ordre : ou A\, € R

(9.1))

@ Opérateur linéaire :

L =ps(x) % + p1 () % + po () (9.2)

e Equation aux valeurs propres : fonctions propres ¥, ()

(9.3))

@ Linéarité des solutions : fonctions propres non normées

L (oq Ym (T) + @2 Yn (x)) = a1 LYm (z) + a2 Lyn (z)

= Q1 A Ym (T) + a2 Ay, Y () (9.4)

@ Orthonormalité : mesure w (z) dx ot w (x) € Ry fonction poids
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9.1 Opérateur hermitien et fonction poids

@ Produits scalaires : fonctions y,, () et y, () € H (9.6)

b
(| £30) = [ 97 2) (2 )92 @)1 (2) 0 ) () (2)) w0 (o) i

b
(Lom g} = [ (B2 @il @m0 53 @400 ()85 2)) w0 2) 0 (0) d

e Différence entre les produits scalaires : intégration par parties

b
(e | L) — <cym\yn>=/ (0 prwy! — g prw ™) da

b b
+/ (Y, P1 WYy, — Yn P wyﬁi)daﬁ+/ (Y, Po WYy, — Yn Po W Yi) AT

b

b
= (Yp P2 WYy, — Yn P2 W Ysr,) —/ ((y;pzw)’y;—(ynpgw)’y;;) dx
a

a

b
+/ (Y P1W Y, — Yn P1W Yy, ) d (9.7)

Dr. Sylvain Bréchet 9 Théorie de Sturm-Liouville



9.1 Opérateur hermitien et fonction poids

@ ldentité : intégration par parties

b
/ ( (Y P2 w) Yy, — (Ynp2w)’ y;ﬁ) dx

b b
=/ (ym (P2 w) Yy, — yn (D2 w)'yii{) d93+/ (Y P2 WYy, — Y P2 wyy) da
a

a

b
~ (o)’ / W)y — yn o)) da (9.8)

e Différence entre les produits scalaires : intégration par parties (9.8)

b

(Y | Lyn) = (Lymyn) = P2w) W Y = Yn Ym) | (9.9)
b b
+/a Y (P1w — (p2w)’) y,, do — /a Y (1w — (p2w)") Yy, d
e Conditions aux bords : intervalle |a, b
p2 (a)w (a) = p2 (b)w (b) =0 (9.10)
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9.1 Opérateur hermitien et fonction poids

e Equations différentielles : conditions aux bords (9.10)

2¢ ordre ordinaires | po (x) w(x) | p2(x)w(x) a, b]
Hermite 1 e~ e~ |— 00, 00]
Laguerre T e= e T 0, 0]

Laguerre généralisés T ko=@ | ghtle—a [0, o0
Legendre 1 — 27 1 1 — 2 [—1,1]

Legendre généralisés | 1 — 2° 1 1 — 2 [—1,1]

@ Terme de bord :
b
P2 (Y Yo = Yn Ym) | =0 (9.11)

o Différence entre les produits scalaires : (9.11) donne (9.12)

b
(| £30) = (Lo lyn) = (1o = 20)) [ (i = avid) da

Dr. Sylvain Bréchet 9 Théorie de Sturm-Liouville



9.1 Opérateur hermitien et fonction poids

e Opérateur hermitien : auto-adjoint : £ = LT

(9.13))

e Condition d’hermicité : (9.13) dans (9.12) : choix de w (x)

(9:14)

e Opérateur hermitien : valeurs propres réelles : \,, = \*

b
(| L) — (L |y ) = oo — A:,)/ v () yn (@) w (2) dx - (9.15)

@ Fonction de poids :

(9.16)J
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9.1 Opérateur hermitien et fonction poids

@ Démonstration :

(pe(@ (@) =22 o ( [ e dm') i @w()  (917)

- p2(2) p2 (')
e Equation différentielle ordinaire : (9.1) multipliée par w (z) : (9.18)
p2 () w (x) Yy, (x) + p1 () w (2) Yy, () + (po () = An) w () yn (x) =0
e Condition d’hermicité : (9.14) dans (9.18) : (9.19)

pa () w (@) L (2)+ (P2 (2)w (2)) h (2)+(po (2) = An) w (@) o (2) = O

o Equation différentielle de Sturm-Liouville : (9.19)

(9.20)J

e Solutions polynomiales : degré n : conditions (notes)
Q@ p2(z) = a22” + a1+ o
Q pi(x) =61z + Bo
Q po(z)=0
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9.2 Formule de Rodrigues et fonction génératrice

@ Formule de Rodrigues : solutions polynomiales (notes : démonstration)

(9.28)J

@ Fonction génératrice : des solutions de |'équation différentielle

(9.47)J

@ Dérivée de la fonction génératrice : ent =0 ainsi k=n

g (z,t .
%if’ ) = Z iy () nlth— " =cpn! y, (x) (9.48)
(=0 k=n t=0

e Formule intégrale de Cauchy : (2.14)

[I P G A RPN (9.49)

2w Jo 2 — x
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9.2 Formule de Rodrigues et fonction génératrice

@ Dérivée de la formule de Cauchy : dérivée par rapport a x

d"f(z) _ nl f (2)
dem 2mi Jo (z — z)" i (5-50)

@ Dérivée de la fonction génératrice : g (x,t) par rapport a t

n !
Otg(z,t) _ nl g(z,2) : (9.51)
ot™ 271 C (Z — t)n+
e Intégrale de contour : (9.51) dans (9.50)
1 0"g(z,t) 1 1 g(x,2)
n = = — — d 9.52
Yn (2) Cpn 1! ot™ g 2micy Joo 2mtE © ( )
@ Formules de Rodrigues :
c, d"
() = n 9.28
(@) = 75 g (v @ (@) (9.28)

o Intégrale de Schlaefli : (9.50) ou f (x) = w (z) p5 () dans (9.28)

(9.53)J
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9.3 Fonctions propres

@ Fonctions propres : espace de Hilbert H et son dual H* ou H ~ H*
yn (€) = (@ | yn) (9.54)
Ym (@) = (2 [Ym )" = (Ym | 2) (9.55)

@ Solution générale : (9.1) combinaison linéaire de fonctions propres

@ Solution générale : (9.54) dans (9.56)

o

(z]y)=> calz|yn) (9.57)

n=1

@ Base orthonormée : fonctions propres = vecteurs ket : base de H

00 o0 o0
‘y>:ch\yn>: Z Cm Onm | Yn ) = Z Cm (Yn | Ym ) | Un )
n=1 m,n=1 m,n=1

= > cnlyn) (Ynlym) Z\yn (aly)=1ly)  (9.58)

m,n=1

Dr. Sylvain Bréchet 9 Théorie de Sturm-Liouville



9.3 Fonctions propres

@ Relation de fermeture : somme discréte de projecteurs

(9.59)

@ Orthonormalité : fonctions propres

b

b
<ymryn>=/ ymx)yn(x)w(x)dx:/ (g | 2) (2 |y ) w () de

a

b
—<ym</ 5E><fﬁ\w($)d$>\yn>—5mn (9.60)

@ Relation de fermeture : somme continue pondérée de projecteurs

(9.61)J
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9.4 Décomposition spectrale et fonction de Green

@ Relations de fermeture : sommes de projecteurs (9.59) et (9.61)

00 A b )
Z‘yn><yn|:1 et / z) (x|w(x)de =1

e Propagation : fonction propre : relation de fermeture (9.61)

b
yn<x>=<x|yn>:<x|i\yn>:/ (|2 ) (2 [y w () da’
b

b
:/ yn(x’)<x\x’>w(m’)da¢’:/ Yn (") 6 (x — 2") da’ (9.62)

a

e Distribution de Dirac : (9.62)
S(x—2)= (x| w@)=(z|1]|z)w () (9.63)
e Distribution de Dirac : (9.59) dans (9.63)
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9.4 Décomposition spectrale et fonction de Green

e Equation aux valeurs propres : (9.3) : fonctions propres y,, ()
Lyn (x) =(|Lyn) =M (2| Yn) = Anyn (2) (9.64)

e Equation aux valeurs propres : (9.64) et relation de fermeture (9.5s9)
L1Ym) =Am | Um) = Am 1 ym) =D Al Un) (Un | ym) (9.66)
n=1

e Décomposition spectrale : opérateur linéaire £ et inverse £71

(9.67)

(9.68)

v

Mémes sous-espaces et mémes projecteurs : £ et £~ ! commutent
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9.4 Décomposition spectrale et fonction de Green

@ Démonstration :

(Z o) ym> (ZA | Y ) yn> (9.69)

Z ‘ym ym‘yn><yn’—2‘yn yn\—l []

m,n=1 n=1

@ Equation différentielle ordinaire inhomogene 2¢ ordre :

(9.70))
e Equation différentielle : (9.70) : opérateur différentiel (9.2)
(£ + K i) y(z) = f(x) (9.71)
@ Opérateur différentiel linéaire :
D=L+k1 (9.72)
e Equation différentielle : (9.72) dans (9.71)
Dy(z) = f () (9.73)

Dr. Sylvain Bréchet 9 Théorie de Sturm-Liouville



9.4 Décomposition spectrale et fonction de Green

@ Solution générale :

y(x) =D 'f () (9.74)

e Décomposition spectrale : opérateur linéaire D et inverse D!

(9.75)

(9.76)

y

Mémes sous-espaces et mémes projecteurs : D et D~ ! commutent (9.77)

D™ 'oD = (Z in)\ ’ym ym> <Z k2+)‘ ’yn><yn‘>

00 k’2‘|—)\n 00 )
— k2 L\ ‘ym><ym‘yn><yn‘zz‘yn><yn’:1

m,n=1 n=1
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9.4 Décomposition spectrale et fonctions de Green

@ Solution générale : (9.74)

y(x) =D " f(z)=(z|D" " f)

:;k2iAn< ) (yn 1) Zk2_|_)\ Yn (2) (yn | 1] f)
00 b
:Z k,gj_)\n yn(x)/ (Yo |2") (2" f)w (2') dx’ (9.78)

p 00
— [ e @ @) f @) e @) o

@ Solution : produit de convolution pondéré (1.12)

(9.79)J

@ Fonction de Green : fonctions propres ou A\, = A}

(9.80)J
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9.4 Décomposition spectrale et fonctions de Green

e Fonction de Green : produit de fonctions propres pondérées (9.81)

G (o~ o) = (a] (Z . \yn><yn> @) = (x| Do)
e Equation de Green : (9.63) et (9.81)

DG(x— 2 )=D{(z|D 'a')=(z|DoD '|2') =
o (x— z')

w (x')

=(z[1]a") = (2]a’) =

(9.82)

@ Equation de Green : pondérée

(9.83) |

e Fonctions propres normées : ou w (x) € Ry

on () = Vw (@) yn (z) et @ (2) = Vw(z)y, (7) (9.84)

@ Orthonormalité : vecteurs propres normés (9.84) dans (9.5)

(9.85)J
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9.5 Ondes stationnaires sur une corde vibrante

@ Ondes stationnaires : fonctions propres sur une corde vibrante

(9.105))
@ Opérateur différentiel linéaire :
d2
L= = 9.106
T (9.1006)
e Equation aux valeurs propres : fonctions propres
Y, (2) = Lyn () = A\ yn (2) (9.107)
@ Valeurs propres :
Ay = — k2 (9.108)

@ Coefficients :
po(x) =0 et  pi(z)=0 et  pa(z)=1 (9.109)

@ Fonction poids :

w(z) = —— exp (/m P (@) dx’) —1 (9.110)
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9.5 Ondes stationnaires sur une corde vibrante

@ Orthonormalité : fonctions propres normées (9.5) avec w () =1

L
(o l) = [ 550 @) (@) dz = b (9.111)
0
@ Conditions aux bords : corde fixéeen xr =0 etz = L

(9-112)

e Fonctions propres normées : (9.107) et (9.112) série de Fourier impaire

"W$> (9.113)

Yn () = by, sin <T

e Equation aux valeurs propres : (9.113) dans (9.107)

Y, (1) = — (W)Q b,, sin (w) = A\, by, sin (fmmc) (9.114)

OOOOOOOOOO
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0.5 Onde stationnaire sur une corde vibrante

e Valeurs propres : (9.114)

2
Ay == k2= (5F) 9.115
@ Orthonormalité : fonctions propres normées (9.113) dans (9.111)
L
(Ym | Yn ) = b} by / sin (w) sin (@) dr = Omn (9.116)
0 L L

@ Relation d’orthonormalité :

o L
7 /0 sin (m;rx) sin (?) dr = 0y (9.117)

o Coefficient : (9.116) et (9.117)

2 2
b, [P = b5 b, = = ainsi by =4/ (9.118)

e Fonctions propres normées : (9.118) dans (9.113)

(9.119)J
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0.5 Onde stationnaire sur une corde vibrante

@ Ondes stationnaires entretenues : sur une corde vibrante

(9.103))

La fonction f (z) rend compte de la force d’entrainement périodique en
régime stationnaire.

@ Equation aux valeurs propres : opérateur différentiel linéaire D
Dy(x) = (L+k* i) y(z) = f(x) (9.104)

@ Fonction de Green :

Glo— ) =Y iy e @ ()

n=1
2 — 1 . /nwxN . [ nmx’
=7 o (m>2 sin (T) sin ( 7 ) (9.120)
n=1 L
@ Mouvement vertical : produit de convolution (G * f) (x)
L
y () :/ G(x— 2') f(a')da' (9.121)
0
- 1 nrx\ 2 [* nmx’ )
_ . et . d /
nz::le_ (%T>2 sm( 7 >L./0 sm( 7 )f(a:) x
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0.5 Onde stationnaire sur une corde vibrante

@ Terme d’entrainement : condition aux bords

fQ0)=f(L)=0 (9.122)

@ Terme d’entrainement : série de Fourier impaire

fla)) = g fo s (mj_j”;/) (9.123)

@ Mouvement vertical : (9.123) dans (9.121) et (6.40) orthonormalité

R fm oz 2 (Y (nm’\ . (max! ,
y(x) = Z k2_(m)2 Sm(T>E/O sm( 7 )Sm( 7 )d:z:

m,n=1 L
= fm . /NTT
— Z e (mr)2 sin (T> Omn (9.124)
m,n=1 L

@ Mouvement vertical :

(9.125)J
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9.6 Corde vibrante entretenue

y ()

A

T,

> U

T T+ dx

@ Force d’entrainement périodique verticale : élément infinitésimal

F. = dmag (x) cos (wot) § (9.86)
@ Equation du mouvement : élément infinitésimal de corde homogéne

Y F*'=T,+Ts3+F.+dng=dma (9.87)
@ Projections : petitsangles: a < let K1

selonZ : —T,+13=0 (9.88)

selony : —T,a+T308+dm (ao (x) cos (wot) — g) = dm
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9.6 Corde vibrante entretenue

Petits angles : a < 1let 51 avec T =1T,="1Tg

a~tana = Oy (, 1)
ox
B~ tan 3 = L (x;de,t) (9.90)

Mouvement vertical : (9.91)

oy (x + dx, t oy (x,t dm 0%y (z,t dm
o = ) T = S (o a0 (@) con )

Identité infinitésimale :

Oy(x+dz,t) Oy(z,t) 0% (x,1)
Ox - Oz 02

Densité linéique constante : corde homogeéne

dx (9.92)

dm
_ . 9.93
. (9.93)

Corde tendue :

dmg < T (9.94)
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9.6 Corde vibrante entretenue

@ Mouvement vertical : onde transversale (9.91) - (9.94)

0%y (x,t)  p 0%y (w,t L
aiz - T a; - 7 @o (@) cos (wot) (9.95)

@ Vitesse du son : le long de la corde

Cs = 4[| — 9.96
. (9.96)

@ Ondes transversales : corde de longueur L

e Transformée de Fourier inverse : temporelle (7.17)

0%y (z,t 1 S i
8;2 ) = \/—2?/ 7" (z,w)e” " dw
62?/ ($,t) L 1 > 2 ~

—wwt
TE Y= _oow y(z,w)e dw (9.98)
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9.6 Corde vibrante entretenue

e Transformée de Fourier inverse : temporelle (7.17) ou wy > 0
eiwot _l_e— iwot

cos (wot) = > (9.98)

/OO 5(w—wo)+5(w+w0)

e~ wt dw

(w — wo e " dw
\/27‘(‘/ \/>

@ Onde stationnaire : w fixé (9.98) dans (9.97) : intégrant

7' (z,w) + ‘;’—2 J(z,w) = — \/g aoc(f) §lw—wo)=Flz,w)  (9.99)

S S

o Relation de dispersion : y (z) = § (z,w) et f(z) = f(z,w)

k= — (9.100)
Cs

@ Ondes stationnaires entretenues : corde vibrante (9.100) dans (9.99)

(9.101))
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